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�1� J1� J�	�?;8א� �
����@��Mא��STא�Boolean Algebra    � �

�א��p�"8א�9�$%	�*�אd=8;�	�&�¥?�אk��G&�'��5א+�*א�?�&�¬�א��I�"31=/�א�;?�I��4א�$(���_
� (=Qא� _�F+5אb� 4�� �dL� KE� �א�-%$� '� 	�p�=)א�� 	%Oא�� !>�E?o����� 5d0��� ?�	;�;Gא� _2� MN���

!�YאC

25	��_�א&���0*�K�I���5R>�+CEא�?E*Demorgan  _���Pd=8א�(��	�Oא��T�7-א��
!��Y�9��5’*�א����I��&k�Boole��4�2�P;��1854 �?���6א��?9?א��n��<Y**��
X=���	Eא�����
� f���� F��F6�5א��� nVא� E� �א����5�63 nVא� *�Boolean Algebra� 4�2� '*�1938I53��� �73� 

Shannon ��)����)
-��	�?c-"8א�.�X����	�;d=8א�!���
�2_�אc-0?א5E�4א3)�א�nVא����5��63'�א��
�N�b�
�	אG�&!�א�(=��p	�*אEא����pא�?*א�v�
O *����N-��	���
�	��0*�{[4,6]� �

�	E�2�6��63���5א���nV'�א�	0��0Sא�!���
*E�2	�E�2*?*�F�?OR�E	�F?NOT�Eא�=�Ik?�6%א��
?<�F�?AND�E	E�2*�?*��?�.�5O;8אFXORKE� �

�I�א���k X *Y�I�
�_9�`-���FX�ENOT «���-$ � x *��X OR Y ����-$ �X+Y*���� �
X AND Y ��-$ ��X.Y  �*��X  xor Y � � ��-$ �� � �X ⊕ Y�!���
���*R$_�­(����/��א�� �

�vE��Pp�;G¹?*��אF1� J�1WE� J� �
��*?�F1� J1�E63���5א���nV'�א�	0��0Sא�!���
��xY59א�� �

x y x x+y� x.y X ⊕ y 
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0 0 1 0 0 0 
0 1 1 1 0� 1�

1 0 0� 1 0 1 
1 1 0 1 1 0 

  

1� J2� J����@��Mא��STא�U�א�B�� �
�n@���	�Y�9א���(א�;5א3�v�����)­�_$R!�E������63���5א���	� gאW�z�5x�� �

  

  

X + 0 = X X.0 = 0                             

X + X  = 1 X. X  = 0 
X + X = X X.X = X 
X + 1 = 1 X.1 = X 

X  = X                
X+Y=Y+X X.Y=Y.X 
X+(Y+Z)=(X+Y)+Z X.(Y.Z)=(X.Y).Z 
X.(Y+Z)=X.Y+X.Z �x+y.z=(x+y)(x+z) 
X+XY=X X.(X+Y)=X 

YX +  = Y.X  YXX.Y +=  
nVא�I�
�F�/�*�_�� 	25
�*��b�=א���_�� 	25
��h�2�T��9�،6Y�9�� 4��3�B���63���5א���

!���

25	��Kא��iא�h�
��Y�!��-��9^�א�nVא��2��63���5*�!��X9?��.?2�¢�=�}0,1{�B=�B5U*�
��
��(-�p�=Q�(-��
2OR, AND�K� �

،4��3�BS�[א}5א�<�q�f��2�P�d �F�/��6Y�9��4��3�63���5א���nVא�I���#*��	�b�L��X=�*�
� y�`3&אFclosure� E� <�
�א�-@ 	�b�L*Fassociatitive� E� �א�1?א� 	�b�L*Fcommutative�E

��א�-�b�L*���Finverse�EI53�E*�<9�5	�א�=�b�L*Fidentity element�E	�א��=��Oא��9?� �
Fdistribution�KE� �
  

-3-1��1������%� �@Z�HHuntington  
4?EK V. Huntington�E.�z�13x��Y�
�.�5O��63���5א���nV9^�א��-��!��	�O%��h�2�	
����،

�	25
i0,1{א{Z��B ��
����(-�p�=Q�(-��
2�<���OR, AND	� gא�!��Y�%א��_�*�W«� �

	��א�������1-3-1-�� CLOSURE)E�� �

��_$�� X,Y Є B ��I5$�
������  X+Y Є B*���  X.Y Є B��b�=2�<�
V�	�p�b��B.� �
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 -2-3-1�
��(IDENTITY ELEMENT)א���������
	��א���� �
�_$��X, Y Є B��I5$�
�����X+0=X������*X.1=X�	�p�b�����  

���I��B�0	��
                                               ��5��ORא��=��Oא��9?���
*�I15א���	��
��ANDא��=��Oא��9?��� �
  


	��א���א���3-3-1-����FCOMMUTATIVEE � �
���_$��X, Y Є B���I5$-
���X+Y=Y+X*�������X.Y=Y.X	�p�b�.� �


	��א������4-3-1-��� FDISTRIBUTIVEE 
�_$��x,y,z Є B������ �

�� J��������	
��AND�� ��OR!���"�W� J�� �
x.(y+z)=x.y+x.z�� �

�vE���*?Vא���L�_��F���	�����_$R*F1� J2WE� J�� �
�vE���*?�F1�� J�2�E�<9�5 �	�b�L�xY59AND�h�2��OR� �

X      y       z� Y+z x.(y+z) x.y x.z x.y+x.z 
0       0     0 0 0 0 0 0 
0       0     1 1 0 0 0 0 
0       1     0 1 0 0 0 0 
0       1     1 1 0 0 0 0 
1        0     0 0 0 0 0 0 
1        0     1 1 1 0 1 1 
1        1     0 1 1 1� 0 1 
1        1     1 1 1 1 1 1 

X+(y.z)=(x+y).(x+z)� �
��������	
���#�$OR�� ��AND!��"��� �

� �
��*?Vא���L�_��F���	�����_$R*F1� J3WE«� �

�vE���*?�F1� J3�E�<9�5 �	�b�L�xY59OR ���  AND� �
X   y  z y.z X+(y.z)� X+y X+z (x+y).(x+z) 
0   0  0� 0 0 0 0� 0 
0   0  1 0 0 0 1 0 
0   1  0 0 0 1 0 0 
0   1  1 1 1 1 1 1 
1  0   0 0 1 1 1 1 
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1  0   1 0 1 1 1 1 
1   1  0 0 1 1 1 1 
1 1   1 1 1 1 1 1 

  

-5-3-1���
�� �%&��X Є B���'�())�*�
�� ��+����Є B�X� �
I��B�W�«� �

��� J�	��
2�OR � �
X+ X  = 1 

6 Sא�	�����_$R*W� �
0+ 0 = 0+1 = 1���������� 
1+1= 1+0 = 1 

�+� J�	��
2�AND�� �
X. X = 0� 

6 gא�	�����_$R*W� J� �
0. 0 = 0.1 = 0����������� 
1. 1= 1.0 = 0���� 

�1� J4� J,�-��	��.א�����2��3א�01/�א��(+,��א� �	�4!�� �
�B>�«�-2&א��«�Vא����5��63*א�nVא�(��!�E�*�%א������	�����_$RFAlgebra�Ordinary�E

	� gא�H�;=א���
7 �lא�*W�«z5�x� �
1� J�	��
2�<9�5 �I53�E�OR��h�2��AND�����X+(y.z)=(x+y).(x+z)�nV5&�'�א�;��I5$9�

B>��-2&א�nV�¤5'�א
���f=$��63���5א��.�� �
2�–R�&������Y����*��3א���q����Fא�nVא����5���3�63א-�{�'�	
��-��א��z�d*א�;"
2�?�5 �&�F�/�

B>��-2&א�nV5�5<�'�א���·�o$2�63���5א���nVא.�� �
3�� J?�5 ��I�-�b�{1=�אX+�X� � {=0XX.� &*� �;
� �א����5�63 nVא� '� ��� ?�5  ��I�

-�b�{א�B>��-2&א�nVא�'�I.� �
4�–�T��9��63���5א���nV2א���b�=2� 	�X-=�� 	25
��h���T��9א�nVא&}1,0{� �
=����B>��-2

	�X-=���a�	25
��h�2.� �
  

5-1�QGMא��[�%�� �
X �����
�?9?U*�	�dLא��*�	�d{א�	א�8�<&!�א����5��3��G�Ppא���>��k�jk�MNא���T?X9����������

�	�;��d-א��!��Y�9א�������'����
2��Xא�?c-0��5א�� �



 
 

 ��


�א�	���א�����

¾aszjïãbrÛa@@ @
����Eא�-�y�d��y�d �"���א�8�<&!�א����5��3	�&�?��_������¤�2א�-���9^�א&0��0	� �

2� J1� J=@"�"2�\���-N�� �
� 5�
��F2� J1WE#� �א�:�+ ?��Fproduct term� E�+�:א�� *�� �*א�? �`-�� _2� .���2� 5�


	אd=8;���6?.��-`�א!�*�#
���I5$ ��FComplementKE/��א8-`�א!�2��5b�h.�א8- �
�5�
��F2� J2WE#�<
Vא�?��Fsum term� E�!א�`-�� � 	25
���2�5��.�2_��-`��*א�?��*�

�	

���I5$ ��#�*FComplementKE/��א8-`�א!�2��5b�h.�א8- �
�5�
��F2� J3WE#�+�:?*<�א����5
��	`�b�Fsum of product expression�E.���2�5��

�>*?Gא�_��>?���	
�Y12_2_�א�	א�=�¥��
�
��Y��X=��K+�א8-`�א!� �
�5�
���F2� J4WE��5
iא�+�Y�	`�b� «Fproduct of sum expression� E�_2�.���2�5�

���>���:X��א������;d=��	�*�:��>*?��.?2��5
�K� �
�5�
��F2� J5WE� «FDerivation of product of sum expression� E���=��_2�.���2�5�

��B5-N-
�>*?N����*?Vא��Lא>�'�'�Yk�>5
2���=�*�!���c8א*�!�L?8א�v�E�h�2�B5-���*?
�<q�_��	¥�=א��>*?N���+�Y�5��+5�d8א�-����א�I5$9*�	


	�*��aא8-
2��hא8-`�א!���O`	�א8-

��d0Sא�_��>*?GאFRows�E�  Kא�b��X��}�I5$9�l%�א
� ^9�� F2� J6WE«�3���5א��� ��א�8�<�	 	FBoolean Equation� E� ��Fnא! E�6�� �א8-`�א! _�

�h�2�B5-U�	�>���Fn�E�	�p�=)א��!�L?8א�_�FBinary inputs�E�?��6*אp�=Q�¡�}*� �
FSingle binary output�E�¢�=��I��M��F�   �E�	=$
�%	�_�א�8�<&!�א����5��3	�א8-c8א� �

«��F�n�E!א8-`�א�_��K5א���	�>��
�
�Ik�hא�-
(���א�����4"9�B/*א��	�3���ANF�� �
FAlgebric Normal Form�E6 g���5�W«� �

F (X1, X2… Xn) = a0 ⊕ ∑ aixi ⊕..... ⊕ ∑aijxixj ⊕....⊕ a1..n x1x2…Xn      

F2� J1E………K�I��M������GF(2)�Є� a0,ai,-------, a1..n j� �
� 5�
��F2� J7WE� �א����5��3	 �א�8�<�	 «FBoolean Equation� E�� h�2� 	�>���� 6���$

F(X)=G(X)� �I��M���X=(x1, x2, …, xn)	�3���5א8-`�א!�א���_��f@-��5��� K� �I���F*�G�6*א
�	d;3�6��	�>��8א�F���Fא8-`�א!�*���  �h�*X ���א!�2

Є B�P;U�M���F(X*)=G(X*)KB    W�
63���5���`-� [7]� �
�5�
��F2� J8WE	�>����«DNF   F��Disjunctive Normal Form�E5��	�>����6��h�2�	�3���

��$�F(X)= 0�I��M���F�6��DNFP;U*�	� gא�H*�7א��W«z� 4،7�x� �
1� J����������	
����
��א����א���������������FAND�E��א���K� �
2� J�����������
�#�א"����!�� $
�FORKEא�������א�%� �
3� Jא���	�א�����'������&���א"��א�(	 )�*+K� �
4� J���"א�����,-
���3'�01$2
	���'/	א.��
��	���
�������	
�0����K� �

n22
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��א������א��� א� 
א���א����

 ���

�5�
��F2 - 9WE#�h2?9�63���5א�-����א���CNFF�Condition Normal FormE��;;U� ��kא
	� gא�H*�7א�W�«z6x� �

١� J�	��
� �K)�א8-`�א!�FOR�E'�����?��_��?*<�א�>��8	� 2�?�5 �
٢� J�	��
2�6���X��q�>*?Gא���� �lא��	��
��FANDKEא�� �
٣� J��5Xr��
�f'�אG?�א�5א�?��
�Kא8-`���*��- �
٤� JJ�L��	�3���5��!���
2�?�5 �&*�>*?Gא�(���O% �u5אE��?�5 �K� �
  

���6*F2-1WE63���59=��א�-����א��?��I���5��F ’�I��M��F= XYZ + XYZ + XYZ� �
�G= (X+Y+Z) (X+Y+Z) (X+Y+Z)��G��I��M*א�-����א����5��63 �

�h2?9��
X9�DNF�*�� CNFK� �
�F ��h2?9�DNF�^9�� �H*���<�q�P;��f3S�F9-2KEא�-����א��W  63���5%#########א7 �

��ZG �h2?9�CNF�^9�� �H*���<�q�P;��f3S�F10-2KE��א�-����א����5�63 �
� �
���6*F2-2WE!א�`-��	Q�Q��=9?��I���5��Z,Y,X�	�p�=Q�!�L?
��� �


>��&��F(product term?*,���/��א�;���vQ�v?��?�א�:�+�V?�א�)sum term(�K� �
�N«««««««««א�W� �

Inputs 
X          y          z 

Product term 
(min term))�

sum term 
(max term)) 

0          0           0 zyx� �

X+y+z 

0          0           1� zyx zyx ++ 

0          1           0 zyx� �

zyx ++ 

0          1           1 yzx zyx ++ 

1          0           0 zyx zyx ++ 

1          0           1 zyx� �

zyx ++ 

1          1           0 zxy� �

zyx ++ 

1          1           1 xyz zyx ++ 
�?Ð��*?Vא���L�_�I��maxterm��6�����	

-minterm� �
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�א�	���א�����

  

��6*F4-2WE+*�:א��<q��b���>�
��א�-�Pא�8�<�	�א���3���5	�����L�_א2- �
�	��
2�_���95N-��FXOR�E	��
2�jאFOR�E	� gא�	א����5��3	א�8�<��'W� �

X2X3�X1�X3 ⊕�X2�⊕�X3��⊕�X2{�X2,X3) =�F3(X1 
��Wא%7 �

X2 X3�X1 X3��⊕�X2 X3��X2 X 1X 2X 3� X2,X3)=�F3(X1�

0     0     0 0 0 0 0 
0      0     1 1 0 0 1 
0     1     0 1 0 0 1 
0      1     1 0 1 0 1 
1      0     0 0 0 0 0 
1     0     1 1 0 0 1 
1    1     0 1 0 0 1 
1    1     1 0 1 1 0 

  

��ON=
��_����Lא2-
�<���q��b>�א�:�*+� 	�>��
���J�L�� .�5b�¡�-=-0א�_$R�F�/�
�26 gא�h�W����� �

F3(X1,X2,X3)= X1X2X3 + X1X2X3 + X1X2X3 + X1X2X3 + X1X2X3 
� �

               

2-2� J�	��	��.�8�4א��א�9�:	;.�
א=>�>�� �
���L� _�� �א����5��3	 	�>��
��� �$�� �א�"� >��k� 5�� �א�-�"�� !���
2� _�� u�0Sא� T?א�� Ik

��*� 
_�א�8�<�	Y�!א8-`�א� ��0��0�!�א�nVא����5���63���5b5א�j���	�אL-�א��2?< c-0���F?א4
	d"���K�!�Xr�F�/��	�>��8א�_
Y�!2=?����9<א<�2?<�א8-`�א�	�5�b��)א��x�O �	��
���I/��א��

�j��5אb5א�-�"����>�א��!���
2�/�%= �	2�0�.>�9��h�2�?2�" �����0�*�Ppא���>��k�jא�	��Gא

��<�	�א����5��3	�*����[4,7]._��/��א��dאPpא�"���$��� �

1-2-2� J���01א��?�
 ��Algebratic Methodא�@
��Xp-5א�2�5?�4א��	9;�dא����5�63،�*�$_��_�5�2+��/��א��nV5א3)�אE��X�
�4?c-" �	;9���6�*

	d"���	`�b��:
2�5L�hא����	�-��Q	� ��b5א�jא�W� �
���6*F2� J5E�W	9nVא�	9;�dא�����?c-"��	�3���5א���	א�8�<���"���W� �

F(X1,X2,X3)= X1X2+ X1X3+ X2X3� �
��Wא%7 �



� �


�א���������
 א���א���א�������א�

 ���

F(X1,X2,X3)= X1X2+ x X1X3+ X2X3 

=X1X2+ x 1X3+ X2X3(X1+ x 1) (X1+ x 1=1) ��  

=X1X2+ x 1X3+X1X2X3+ x 1X2X3    

=(X1X2+ x 1X2X3)+( x 1X3+ x 1X2X3) 
=X1X2 (1+ X3)+ X1X3(1+ X2)  

=X1X2+ x 1X3 (1+ X3 =1), (1+ X2=1)���������������� 
� �

 -2-2-2 ��	@	@Aא����?�
����������Method�The mapא�@ �
�l*א��	9n��!�9��3�jk��
�P��9;	����=	�א0-=�<א*�!�dd}�v0���	;9�d5א!��/��א�dL�ec�- 

	�5X"��	�3���5א���	א�8�<����"� ��X��5#�v-9�K��Xא�?c-0א�	�5�b�5��	;9�dא���/��µ*�"��_��)�S�
 ;9Karnuph	��v��*��T53������d}��9;	��_�א��dא�Ppא�-�d�dc	���6��[3,9]� �_�0-	��-`�א!

Map��� �
 -3-2-2��3��B�C�:@D��?�
>Method�Karnuph Map ��� �

�( 5d¦�	;9�dא���/��ec�- � �
����d}�<=b_�א���8�!�*­(�������?��_��?*<�א�8�<�	�א����5��3	�א���dL	�<א��Lא���8�!�–��

�<Y5�F1�E��L?*<�א���8�!��?�<א�?��_�������95U*��5�/8א�?G��4א�E�Sא�_��f�א�>��8	����9;��
	�p�=)א�K�� �

�+–?9?��?��h�2��5ON���Iא?N-9�_9�*�@-��(�����B���K� �



 
 

 ���

�א�	���א�����

�F٢א���$7 J٢�E!א�`-��	�����Q�Q*�_9�`-8�T53������d}�xY59K	�*א �
� �1 0 

0� yx� yx 

1 yx� xy 
� �10 11 01 00� �

0 zyx� zyx yzx zyx 

1 zyx zyx zyx zxy 
� �10 11 01 00 

00 wxyz zyxw yzxw zyxw 

01 zyxw zyxw xyzw xyzw 

11 zywx zywx wxyz zwxy 

10 zyxw zyxw yzxw zyxw 
� �

���)�F2� J6WE� J	�3���5א���	א�8�<���"�� T53������d}���?c-"�K� �
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(x + x = 1) , (y + y = 1)
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Fi�E�lא��>*?Gא�<���X�"�" F�i+1E��
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p�;����(���2،�	
p�;�3א�� �

�vE���*?VאF2� J1�E��*Sא�>*?Gא�>��k�!5אdL��)R�>*?Gא�<�q�x�O �F�/�*�	=��:א��	
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6p�=)א����)
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w   x   y   z�

1 
4 
8� �

0   0    0    1 
0   1    0    0 
1   0    0    0�

6 
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10 

0   1    1    0 
1  0    0     1 
1  0     1    0 

7 
11�

0  1    1     1 
1  0    1     1 

15 1  1    1     1 
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1 , 9 
4 , 6 
8 , 9 

8 , 10 

-     0    0    1 
0    1     -    0 
1    0     0    - 
1    0     -    0 

6 , 7 
9 , 11 

10 , 11 

0    1    1     - 
1    0    -     1 
1    0    1     - 

7 , 15 
11 , 15�

-     1    1    1 
1   -      1    1 

� �

�	
p�;٣א� 

6p�=)א����)
�א�-
w  x  y  z 

4�E��� �
>*?Gא 

1   0   -   -� �
1   0   -   -� �

8 ,9 ,10 , 11 

8 ,9 ,10 , 11�



 
 

 ���

�א�	���א�����

  

�vE���*?VאF2� J2�E	=��:א��	��*Sא�>*?Gא��)R  

4�E��� �
>*?Gא 

6p�=)א����)
�א�- �
w          x              y            z 
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1, 9 -            0                0              1 zyx
−−

 

4, 6 0            1                -              0 
−−
zxw 

6, 7 0            1                1              - xzw
−

 
7, 15 -            1                1              1 xyz�

11, 15 1            -                1              1 wyz 
8, 9, 10, 11 1            0                -              - W X 
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�vE���*?�F2� J3�E	=��:א��	��*Sא�>*?Gא�v0��xY59  

 E�� 1  4   6   7   8   9   10   11  15��4אG?*< אG?�א�=� \

zyx
−−

 1, 9 x                       x                    ��
−−
zxw 4, 6 x   x                                   � �

xyw
−

 6, 7 x   x                               
xyz 7, 15 x                           x  
wyz 11, 15 x   x������ �

−
xw 8, 9, 10, 11 x   x   x    x       

  

�h�2�B5-��v05<�'�א��
2�B��I�א���m
Fx�E�.?�א*�;
{�j*��(
: �5��f���r�=א��^Oא��I�
�
�B�*�YFessential-prime-implicates�ESא�B5-U�.?
2F1, 4, 8, 10E��������� �

� vE�� �*?Vא� 'F2� J3� E� h�2x.?�א*�	��*Sא� !�=�
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)zyxzxwxw
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��/א� 	d05א�� hd` � lא�*� �א�?�3� >*?Gא� �$�� .�r�=8א� P��"א�� �*?Vא� '� .?
2Sא� �d7 � vQ*

�vE���*?Vא�'�xY5���
��j*Sא�(
�F2א�-: J4E� �
vE���*?VאF2� J4E� �

 E�� 1    4     6     7     8     9     10     11    15��4אG?*< אG?�א�=� \

zyx
−−

 1, 9 
⊗                                 x�

−−
zxw 4, 6 

    ⊗        x              �

xyw
−

 6, 7 ��              X     X   �

xyz 7, 15                      X                                     x�

wyz 11, 15 
                                                      x    x�

−
xw 8, 9, 10, 11 �

⊗      x      ⊗         x��������                     �
2
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���5א�8�<&!�א����5��3	�������equations Solution of Boolean  

�jk�y�d-א����E�Ppא���n-� �lא��	
X8א�!�=�n8א�-���9^�*א�����	
���א�8�<&!�&�?��_����
0�0���.���Gא�8�<&!� �
3� J1� J	�3���5א���	א�8�<��� �
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�	א�	��������	א���
��	א�����W	 	
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��
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�א��	 �

����Fkebjork,1974), (Dodos, 1978�AE.[1,8]��I�8א�	�>��I5$ �?�����I��� ��dL	��kא
5-��&���>*?��_�B�;
2����h(���_��-`��*א�?��،�J5;����X�9��`-�����I���
��F1KE�� �

FFirst powerE-א��_$R�F�/�*��;
�����dL���X3����X=2��X ���
2�<�q�'�F�-­��X3��6��	� �
�F�Exclusive  orE.� �

��
����)R�>?2Fn�E��	�d{א�8�<&!�א�_�*�h�2�B5-U�lא��	�dLא���Fn�E��i_�א���	�5�=#��
Fn�E�	�d{א�8�<&!�א�_��*�	�dLא��.��h�
	�����/��א2�!&>��8����_$R*��X3��I5$- �	
5%O�

�_�FnxnE�?=2�M���v�;א�8�<&!� ���95א8-`�א!��_�א��P;U�v�;א���/X�K� �
�8��5=��5�!�א�8�<&!G53א���_�א��	Q�Q�¢�=��I�
�F���jk�	
�Y1���	�3���5���$7א����	�d{א

6��4�2�W� �
-1E�����!&>��8א�	8=��5�I5$9�?�*?�. 

 �.�(���_����8�I5$9�?E=��5	�א�8�<&!�2-  
 �.��<&!��I5$9�&�?E=�¢����8=��5	�א38 - 

2��hא8=��5�!��_�א�=��5א�(��63*א�(����M�8=��5�!�א�%8<.��P�d9*FsingularE� �
������F3� J1�WE� J��h2? �	�3���5א���	א�8�<��FConsistent�E������I�א���k� �

�����������������������*Finconsistent���Eא��k9�A$_������.�]�7�[������������������������ �
�����F3� J2WE� J�*�F=����I�FHamming weight�E�	�3���5א���	א�8�<��I�*� �
F n

F '��?*���;��Ppא�5א�?א!�?<�2*א�/�5O��F=����I�*�5��F��B*�"9�B.�א�8�<�	�∋
�]� [F�f«�����9*�wt(F)K�2א�8�<�	� �
 

�����F3� J3�WE� J�(-�3���5��(-�>����(��	
��2�n�9_�א8"�
	�FDistanceEא8"� �
� �(���(-�>����(-�3���5���� G,F�����:%א��jk�I��
-= Fn.  
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h�2� ?
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2� 4?c-" *� 63���5�� �`-�� _��
� � � 	�dL&FOR� ��ANDא�» E!א8-`�א� �/��(�K�J?�k�h�2�B5-U� � 	�3���5�� 	�>����B��I�
�F�/�*

	�dL&�	�3���5��	�>����n-� �(-��
�.�� )�א�� �
2�����0�hא8(��*W� �

F(X1,X2)=X1.X2      

F(X1,X2,X3)=X2⊕  X1.X2.X3 
F(X1,X2,X3,X4)=X2 ⊕  X3 ⊕   X1.X2.X3.X4  
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 ���Gauss elimination methodא��
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�3�� �G�
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AX=C 
�I��M�� �A��>�����	
5%O��6��nxn  � � � � ���b�=2*aij�	
5%O���X��2�P�d9*��� א�8���!��

Coefficients MatrixEE� ����X *� ����iא� >5
2� h2?�
� �C � >5
2� h2?9� �?
-� � �א�(5א��
h�2� �א�"%��6א}5א����	 M��א8( ��א! 	
5%O8א� jk� &5b*� ��%b�� jk� ����iא� !������ �95U�

B�%Oא�K��� �
�א�� T/��� � «�� j*Sא� �א�8�<�	 !������ +�:�� �א�(�63 �d"��� �*Sא� >5


a
a

11

21�z��*� � �


��<�	�א�(��(	��:�+������!�א�>��8	��T/����?���*א��
5<�א&�Kא�8�<�	�א��j*S_�א�8�<�	�א�(��3	���
� «��j*Sא

a
a

11

�א�(31 >5
��&*��j_�א�� �*���zא�8�<�	 ��x�O9�I��jk� 	��
�א�� �/X�� �
-" �M��

5%
	�אb�!&>��8%�א��O8��"9S�6א��א8(��Mא�"% �
�jk�&5b**� 	�>���� �LZ�_�� ���!�א�u5$����$7��T/Gא�-?א�
�R$_����א2�?���!&>��8

	�>�����*��K�6%�2��5��v�E�hאi������5אd0	�א�-���95א}OGא�v-9���?��� �
FBackward SubstitutionE�� �

�א������א�������א����������א������4-3����W� �

١�� J�`-8א�T/��Ppא����� Variable elimination procedure � �
٢�� J��%-א��Ppא��� procedure �Branching ��� �
٣�� J�<
��  �Eprocedure �Consensusא�F��q1��א�Ppא�-@ �
٤�� J	�Y�9א���	�nא�4א�?c-0א��Mathematical Programming Approaches            

                           �� �
*��א�Variable elimination procedure �Ppא���¤�2�v-�0�MN��א�Pp��T/א8-`��'��/

�	�א�procedure Branching  ������v-�0�lא�-%��)�S5<�����א�*�<��	�O%��.�5O��[7].���� �
� �

١� J�� !"א���������א��PROCEDURE��VARIABLE ELIMINATION � �

�	=�n���X�
�P�d �lא�*�	�dLא���	א����5��3�	א�8�<���G�	;9���6�*F3� J4�E�	=�n�*F3� J5�E� �

�����F3-1WE�	�>����_$-��DNF�	`�O����	�)
-��	� gא�W� �



 
 

 ���

�א�	���א�����

      F3 (x1,x2,x3)=0 .......... (1)
  

�M��I�W� �
               x1 x3 +x2 x3 …(2) x1 x2 x3 +x 1 x2 x3+x1 

x2+ = F3    

�Wא�� �
�	=�n��P�d3�������������F3� J4�E���	�>��8א�h�2F3(x1,x2,x3)=0  �� �

��I���������F3(x1,x2,x3)=0  ���I5$ ��consistentא�8�<�	�� �
��;
��F2(x1,x2,)=0����I5$ consistentא�>��8	���kא�kא�*�:9����K� �

��x�O �F�/�*F3�6 &à�Wא�8�<�	� J� �
F2(x1,x2)=F3(x1,x2,0)  F3(x1,x2,1)                                      
           

F2(x1,x2)=(x1x2 +x1x2)(x1x2+x1+x2)..   ...(3)                      
      

�	=�n��P�d3�vQF3� J4�E�	�>��8א�h�2�J�L��.��F2 

� �I��F2(x1, x2)=0  �I5$א�8�<�	 �consistent ��� �����3א�8�<�	 
;���kא*� ����  �kF1(x1)=0א
consistent��:9����K� �

��X
E��lא��	א�8�<��x�O �F�/�*F3�E6 g���W� �

F1(x1)= F2(x1,0) F2(x1,1)               

F1(x1)=(X1) (x1+X1+1)(x1)(0+X1+0)    
F1(x1)=(X1) (X1)=X1.. ……………………. (4)     

�	=�n��P�d3�vQF3� J4�E�	�>��8א�h�2�J�L��.��F1�	�>��8א�I���0��F1(x1)=�� �
I5$ �� consistent � �א�8�<�	 �3��� ��kא �;
� ��k0א �F0=� consistent�:9�� �.�x�O � F�/�*

��X
E��lא��	א�8�<�F4�E6 g����W� �

F1(1)                          F1(0) F0=      

  F0= 1.0 
0…………. (5) F0=      

��NYא*�x�bא�F�/�*�I���0�F0=I5$ ���� consistent � �
�	=�n��P�d3�I��<�d-"3�F�/�*�F3� J5�E��	d;=�1�<�א�F*�X3,X2

*{*X1�E	�>��8א�P;U�lא�� �
���0�F3=���� �
��	
��W� �

X1
*  = F1 (0)= 0 =1 

F2(x1
*,0) = F2(1,0)=0 =

*
 X2

 

=F3(x1
*,x*

2,0) = F3(1,0,0)=0 *
 X3  



� �


�א���������
 א���א���א�������א�

 ���

I���	d;=א��I�5$ �F1,0,0�Z��E(x*
1,x2

*,x*
3)��	�>��
������6��F3�����	�>��8א�P;U�6�*F3� �

�����F3-2E�W�_$-��	�>���DNF�	`�O����	�)
-��	� gא�W� �
F3(x1, x2, x3) =0........ (1)                                                            I��M���� �

  

�Wא�� �
6 &à�*�	�>��8א��/��Pp�;Gא��*?����=��_$R��W� �

x1       x2      x3 x1⊕ x2� 1⊕ x1⊕ x2 x1 x3 x2 x3� F3= 
0      0     0�
0      0      1 
0      1      0�
0      1       1 
1      0      0 
1      0       1 
1      1      0 
1       1      1 

0 
0 
1 
1 
1 
1 
0 
0 

 

1� �
1 
0 
0 
0 
0 
1 
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0 
0 
0 
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0 
1 
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0 
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1 
0 
0 
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1 
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1 
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�א�: <q� �b��� >�
�א2- ��L� _�� 	�>��
��� �:
�� .�5b� �א0-=-�¡ _$R�h�2� �ON=
� +�
6 gא�W� �

F3=X1 X2 X3 +X1 X2 X3 +X1 X2 X3 + X1 X2 X3 + X1 X2 X3 + X1 X2 X3 ----(3)  
  

�	=�n��P�d3F3� J4�E�������������������������	�>��8א�h�2=0�F3(X1 X2 X3)���� �

�x�O �F�/�*=0�F3(X1 X2 X3)��Xא�8�<�	���E��lא���F3�E6 g���W� J� �

F3(X1, X2,1) 3(X1,X2, 0) F F2=  

X1X2 + X1 X2+ X1X2) ---------------- (4) X1 X2+( X1 X2)+ X1 X2+( 
F2=  

�	=�n��P�d3�vQF3� J4�E�.��J�L��	�>��8א�h�2�F2���I�����������������	�>��8א�� �
�I5$ consistent��;
���0�F2(X1,X2)�I5$ ����consistent=�א�>��8	����kא��kא�*�:9�.�� �
  

  


X��א��x�O �F�/�*�F3�lא�8�<�	�E��F4�E6 S�����WF1=F2 (X1, 0) F2 (X1, 1) 
F1=(X1)(X1+X1)(X1)(X 1+X1) 
F1=X1.X1 
F1=0----------------------------------------- (5) 

� 	=�n�� P�d3� vQF3� J4� E� .��J�L�	�>��8א� h�2�F1� � �א�8�<�	 I�k�F1 (X1)=0�
I5$ consistent��	�>��8א��x�O �F�/�*��:9��F1א����X
E��l�F5�E6 g��W� �

F0=F1 (0) F1 (1)  

)2......(13 323121 XXXXXXF ⊕⊕⊕⊕=



 
 

 ���

�א�	���א�����

F0=0.  0 
F0=0-------------------------------------------------- (6)  

��*�/��Fא�NYא*�x�bI5$ �I�� consistent  �<�d-"3�F�/�*�I��	=�n��P�d3�F5-3��E>��1�
�	d;=א�FX*

1,X
*
2,X

* 
3�E���	�>��8א�P;U�lא�F3=0_$����W� �
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I���	d;=א��I5$ �F0,1,0FZ�EG

3�X*
1,X2*,X�E�	�>��
������6�F3�	�>��8א�P;U�6�*����2�.� �

٢� Jא�������	
���Branching  Procedure��א �
� _
:- �/�	�dLא��� ���Gא�8�<&!�א����5��3	 	����dא&¥���!�א�*� �א��*� 	;9�dא��.�zCEא� ?E*

I�)��א�� Davis     &� Putnam5אE�	`�Oא��h�2�I5$ �l*א��	א����5��3�	א!�א�8�<��`-#�P��- �(3
	� gאz�W9x�� �
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M��{ F2, F0�F1�6�� DNF 	b�L�	
�E�jk�!?�א8-`�א�א�;5א3)��-(�������/��_
:- *��I*?�
	�dLא���	א����5��3�	א�8�<��F0�­�h�2��Q�-א�Kn-� ��
���/��א�;5א3)��א!�א¥��)�� �

�� J�
�    ���Unit Literal Rulesא���א����א��א� �
������i=1,2 ------ n��� �

���א������� J��3�א���k�F �6 Sא���$7א�h�2�W� J 
)2(---------------  2 F=Xi+X i+F   

I5$ �	�>��8א�I�
 inconsistent  � 
�  ��    �� Jא���������F����� ��Wא#"!� ���א�

)3(--------------------  2 F=Xi+F  
�¤�
�_$R���?=2Xi=1���

��I��B�X i=0�� �
  

2��hא���$7א�k��3���F 6 gא -�»      ��:  

     )4(-------------------  2 F=Xi+F  
�¤�
�_$R���?=2Xi=0���

���I��B�X i=1����������� �
  

�� Jא�����"�$
� ��Monotone Literal Rules&��א% �

�������������$�i=1,2 ------n �������� �
���א Jא��k��`-8א��Xr�Xi

�

�2��b�h`	��א8-`��'�א�8�<�	��*��?א�F� �
������M��F6 gא���$7א�h�2�I5$ �W� �
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�א���������
 א���א���א�������א�

 ���

) 5(--------------  2 F=XiF1+F  
    

�¤�
�_$R���?=2X i=0�B��I���i=1�X����� �
��������+� Jא��k��`-8א��Xr�Xi

���

�
	��'�א���8*��?א
2��b�h`	��א8-��	�>�F� �
��������������M���F��$7א��h�2�I5$ �6 gא���W� �

)6(--------------  2 F=XiF0+F  

���������¤�
�_$R���?=2i=1�X�B�����I���i=0�X��� �
�x�Y5 �_$R*���/��(3א�;5א�	�)�S���	� gא�W� �

  

����	F3-3E�W�	�>����_$-�DNF �	`�O����	�)
-��	� gא�W� �
=0---------------------------------- (1) F3(X1 X2 X3)    

�������������������M��I�� �
X1 X2  X3----------------(2) X2 X3 ⊕  X1 X3 ⊕ X1 X2 ⊕ 1⊕ F3=  

�
��Wא �
X1 X2  X3 X2 X3 ⊕  X1 X3 ⊕ X1 X2 ⊕ 1⊕ F3=  

6 g���	�>��8א��/��Pp�;Gא���=��_$R�W� �

X1   X2   X3 X1 X2� 1⊕ X1X2 X1 X3 X2 X3 X1 X2  X3 F3= 

0     0     0 
0     0     1 
0     1     0 
0     1     1�
1     0     0 
1     0     1 
1     1     0 
1     1     1�

 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
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1 
1 
1 
1 
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��� �:
�א .�5b� �א0-=-�¡ _$R�h�2� �ON=
� �א�:�*+ <q� �b��� >
6 gא�W� �

 F3=X1 X2 X3 +X1 X2 X3 +X1 X2 X3 + X1 X2 X3 + X1 X2 X3  ………..(3) 
     

��5E�P�d3literal rules�Unitא3)� � � ���Ð�F�/�*�X3=1� � �I�� �B�� �X3=0�x�O �F�/�*�� � � �
�vE��	�>��8אF3�E6 g���W� �

………… (4)... F2= X1X2+ X1X2  
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 ��5E�P�d3�vQ�literal rules��Unit���Ð�F�/�*�J�L��.����X2=1�B��Iא3)
X2=1�vE��	�>��8א�x�O �F�/�*���F4�E6 g���W� �

F1= X1-------------------------------- (5) 
�����5E�P�d3�vQliteral rules��Monotone������Ð�F�/�*X1=0���I��Bא3)� �

X1=1���F�/�*x�O  	�>��8א��vE��F5�E6 g���W� �
F0= 0-------------------------------- (6)  

�	=�n���"�*F3� J5�E_$��� �
X1*  = F(0)=0  

F2(x1*,0) = F2(0,0)=1.1+0.0=1 *=X2  

  = F3(x1*,x2*,0) = F3(0,1,0)=0 +0+1+0+0=1                       *X3  

           ��	d;=א��I5$ �F�/�*(0,0,1)ZFG�X3�G�X2�X1
*�E��	�>��
������6�F3�� �

  

���	F3-4E�W��	�>����_$-DNF �	`�O����	�)
-��	� gא�W� �
=0---------------------------------- (1) F3(X1 X2 X3)  

��
���������������������������������������������������� �
X1 X2  X3------------------(2) X2 X3 ⊕  X1 X2 ⊕ X1⊕  X2 ⊕ F3=  

�
�Wא �
��/��Pp�;Gא��*?����=��_$R6 g��*�	�>��8אW� �

  

X1   X2   X3 X1⊕  X2� X1X2 X2 X3 X1 X2 X3 F3 

0      0    0 
0      0   1 
0     1    0 
0     1    1� �
1     0    0 
1    0     1 
1     1     0 
1    1     1� �

 

0 
0 
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1 
1 
1 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
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0 
0 
0 
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0 
0 
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0 
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0 
1 
1 
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$R�h�2� �ON=
� �א�:�*+ <q� �b��� >�
�א2- ��L� _�� 	�>��
��� �:
�א .�5b� �א0-=-�¡ _
6 gאW� �

X1 X2  X3+  X1 X2  X3 + X1 X2  X3+ X1 X2  X3---------------(3) X3  X1 X2 F3=  
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�א���������
 א���א���א�������א�

 ���

��5E�P�d3literal rules��Unit ��Ð�F�/�*��1 Z�X3�B������I��0 Z�X3א3)� �
�vE��	�>��8א�x�O �F�/�*F3�Eg��6 W� �

X1 X2 ---------------------- (4) + X1 X2 F2=  

�P�d3�vQliteral rules�Unit����Ð�F�/�*1 Z�X2�B�����I���0 Z�X2���������� �
�vE��	�>��8א�x�O �F�/�*���F4�E6 g���WF1=X1---------------------------------(5) 

�  �5E�P�d3�literal  rules�Monotone ��Ð�F�/�*�= 0�X1 �B���Iא3)� �X1= 1� �F�/�*
��vE��	�>��8א�x�O F5�E6 g��W       � �

  F0=0 ------------------------------- (6) 
�	=�n���"�*F3� J5�E_$��� �

X*
1=F1(0)=0 

X*
2=F2(X1

*,0) =F2(0,0) =0  

X*
3=F3(X

*
1,X

*
2,0) =F3(0,0,0) =0

  

	d;=א��I5$ �F�/�*F0,0,0�EZFX*
2,X

*
3 ��X*

1{��E�>��
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